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Sia f(x) una funzione definita in un intorno di z¢ € R, diremo f derivabile
in xg se esiste finito il limite:
xz)— f(x
o @) = f(wo)
T—x0 xr — X
o equivalentemente il limite

lim f(xo+h)— f(xo).
h—0 h

Chiameremo f’(xg) il valore del limite.

Se f(a) =%,
M

(wo+h)>—zd

2 2h 2 2
_ . xi+2hxo+h°—x
= limpo 20—, —=

fl(xo) = limpo

limy, .o

=
quindi f'(z) = z.

Se una funzione f : (a,b) — R ha massimo relativo in zy € (a,b) ed é
derivabile allora f'(z¢) =0

Prova:

Da x¢ punto di massimo relativo esiste 6 > 0 tale che se x € (g —, z9 +9),
f(2) < f(xo) quindi:

F@=1@0) oo 4 e (w0 6,20)
Tr — X
MSO 1‘6[1‘0,1‘04—5)
r — X
ora da f derivabile
zﬂz;r T — o T—T T — To

e da lim, —a %ﬁgwo) <0, lim, . %ﬁﬁwo) > 0 segue necessariamente

che f'(z9) =0

F(2) = f(0) + £ (o) — z0) +



se f(x) =e* ed g = 1:
e =etelr—1)+ g(x— 1)2 + o((z — 1)?)

Una funzione semplice é somma finita di funzioni caratteristiche di intervalli
di R del tipo [a;,b;) con —oo < a1 < b; < 400. A meno di considerare le
sovrapposizioni si possono considerare disgiunti e una funzione caratteristica

avra la forma:

90(1') = Z tix[ahbi) (I)
=1

t;i€Rperi=1,...n.
Il suo integrale saré:

n

/Rgo(x)dx = Zti(bi —a;).

i=1
Affinché questo sia finito supporremo b; — a; < +00.

Sia f(x) una funzione continua e limitata nell’intervallo [a,b). la sua fun-

zione integrale
F(x) ::/ f(s)ds x € [a,b)

é derivabile e si ha
F'(z) = f(z)  z€la,b)

Se poi G(z) é una funzione derivabile in [a,b) e G'(x) = f(x) allora

Fa) = [ f5)ds = Ga) - 6o

2. Studiare le seguenti funzioni (includendo il disegno del grafico) :

z? 2241
= 1 =
fa)=log —  g(x) -
2
=1
f(z) =log ——
Dominio Dobbiamo imporre
2
x
>0
z—1
percio:
D = (1,+00)
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quindi se 22 — z + 1 > 0 ma questo é verificato Vz € R.
Asintoti L’eventuale asintoto verticale potrebbe essere x = 1, per verifi-

carlo:
2

lim log — +
1m 1o = 0
r—1t & x—1

quindi z = 1 é asintoto verticale.

Se vi é asintoto orizzontale dovra essere finito il limite lim, o f(2).

2

lim log —— = +
Jim Jog 5 = o

quindi non vi é asintoto orizzontale.Non vi sard neanche asintoto obliquo

dato che

2
lim log -5 pe I'Hopital lim r—2 0
x—+00 x o r—+00 (—1 + l‘).%' o
Massimi e minimi
, z—2
)= ———
f(z) (—1+4x)x

Essendo f € C!((1,+00)) i candidati massimi e minimi relativi sono da
cercare fra i valori delle z € (1, +00) che annullano la derivata di f: = = 2.
Da f'(z) >0 per x >2e f'(z) <0 per z < 2, x = 2 sard punto di minimo
relativo ed assoluto mentre il sup,¢(; 400y f(2) = +o0.

Flessi e concavita A )
2—4drx+x
" _
(@) (=14 x)%22

da f € C2((1,+00)) vediamo che, andando a studiare il segno della derivata

seconda, per x € D

2 — 4y + 22
g 20elses2+V2

quindi f é convessa perl < x < 2+ \/5, é concava per x > 2 + V2 e
x =2+ /2 é punto di flesso.

Dominio

Dobbiamo imporre il denominatore diverso da zero, dunque = # 0 percié

D = (—00,0) U (0, +00)



o
——

Figura 1: f(x) = log f—_zl
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Imponendo il numeratore maggiore uguale di zero ed il denominatore mag-

giore di zero, si ha che

gx)> 0xz> 0

essendo il numeratore sempre positivo.

L’ eventuale asintoto verticale si trovera sull” asse y essendo 0 'unico punto
non appartenente al dominio. Calcoliamo quindi limite destro e sinistro in
0dig(z):

. 2 +1
lim = —00
z—0— X
o241
lim =00
z—0t xT

Dunque = = 0 é un asintoto verticale per g(x).
Notando che lim, 1. g(z) = oo deduciamo che non vi sono asintoti
orizzontali.

Andiamo quindi alla ricerca di eventuali asintoti obliqui. Si ha che :



m= lim =—= = lim =1
r—t+oco r—+oo 1,‘2
© 241 1
. . e+ .
g= lim g(x) —mz= lim —z= lim —=0
r—+oo r—+oo €T r—too
Dunque y = = ¢ un asintoto obliquo.
Massimi e minimi
Andiamo a valutare il segno della derivata prima:
’ 1‘2 -1 2
J(x)=—5—2> 02" -1> 0& 2 € (~o0,~1]U[L, +00)
T
Quindi x = —1 é un punto di massimo e x = 1 é un punto di minimo.

Flessi e concavita

Andiamo a valutare il segno della derivata seconda:

2
g"(z) = = > 0s z € (0;400)

Quindi la funzione é concava in (—o0,0) e convessa in (0, +00).

3. Calcolare i seguenti integrali:

() igﬁ dm:f%dx+fﬁdx:1n(x2+l)+arctanx+c;

0) J idr=1 ] o2 de

Imponiamo la sostituzione 22 =t = 2xzdx = dt , dunque si ha che

. 1 .
= —arcsint + c = 5 arcsin z2 +c

1 / 2x d 1 / 1 gt
1f_ 22 1 1
2) Vi 2)Vi_e 2



Figura 2: f(z) = 2241

x

T 1 2x
——dr==- | —=dx
/ cos x2 2 / cos x2
Imponendo la stessa sostituzione dell’ integrale precedente otteniamo che
1 2x 1 1
— | —=de== | —dt
2 / cos x2 2 ) cost
2dy
y2+1

2 amdt = [ pdy
= ()
- %log(}f—z)—t—c

2
1 1+tan Z-
= 5 log 22 ) +c

1—tan -

(c)

si ha che

Ponendo y =tani = dt =

(d) [ 49 — —da Imponendo la sostituzione z = t2 = dr = 2tdt. Inoltre

cambiano anche gli estremi di integrazione, cioé 9 — 3 e 4 — 2.

Quindi [7—L-dz =2 ("L dt=2In2=1n4.
4 z—/z 2 t—1

4. Usando la formula di Taylor, calcolare sin1 a meno di un errore di 1072,
Soluzione:
Dalla formula di Taylor in 0 del sinz, si ha che:

n s (g)
sinz = Z ! k'( )ﬂc’ + R, (0, )
i—0

dove f29(0) = sin(0) = 0, fZ+1(0) = (~1)* per i > 0 e dalla formula del resto

di Lagrange

o f(n+1) (f) anrl

Rafa,0) = g™, gelal



Per x = 1 vogliamo stimare il resto inferiore a 10~2 quindi sapendo che le derivate
di sinz sono |fH(z)] = |(=1) cos(z)| < 1, [fP)(2)| = |[(~1)*sin(z)| < 1

avremo

CERECES

per n=4. Quindi, per avere un approssimazione di sinl con errore inferiore

(n+1)
|Rn<1,o>|=‘f “(5>]< L

a 1072 ci basta calcolare lo sviluppo di Taylor in 0 del sin fino all’ordine 4 e

valutarlo in 1.

3

sinl~1— —

1 _
5 ~1——=0,83

3!

z=1



